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Figura 1: Resultados de classificacdo de pertinéncia de pontos contra uma superficie tridimensional complexa.

Resumo

O problema de pertinéncia de pontos em objetos
matematicamente bem definidos, como curvas e
superficies, encontra-se entre o0s problemas mais
elementares em Computacdo Grafica. A especificacao
e implementacéo de predicados de pertinéncia corretos
em critérios geométricos e numeéricos, bem como
eficientes, é de grande interesse computacional e
possui um amplo espectro de aplicagdes em operacGes
como filling, stroking e antialiasing. Apesar de bem
posto, o problema da pertinéncia ainda carece de
métodos que alcancem grandes classes de geometrias.
Este trabalho apresenta um algoritmo de pertinéncia de
pontos que alcanca o dominio das hipersuperficies
discretas de dimensdo arbitrdria, possui baixa
complexidade, estruturas de dados simples e,
adicionalmente, realiza uma implementacdo em
CUDA, com comparacdo a processadores single core e
multicore.
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1. Introducéao

Um dos objetivos centrais da computacdo gréafica é
produzir imagens a partir de um modelo, processo
denominado rendering. Uma classe bastante
importante de algoritmos de rendering é denominada
algoritmos baseados em imagem, cujos representantes
mais conhecidos séo os algoritmos de filling, stroking e
antialiasing. Esta classe frequentemente necessita de
uma operacdo bastante elementar, denominada

pertinéncia de pontos, que, em linhas gerais, permite
decidir se um determinado ponto esta no interior de um
objeto matematicamente bem definido, como curvas,
superficies ou volumes. Apesar de bem posto, o
problema da pertinéncia de pontos encontra varios
obstaculos como robustez geométrica e numérica,
estabilidade e alcance a grandes classes de geometrias.

[FORREST 1985] reafirmou a necessidade de um
algoritmo robusto e eficiente para pertinéncia de
pontos. No caso bidimensional, uma resposta foi dada
por [CORTHOUT and POL 1992] que implementaram
um predicado com robustez geométrica e numérica
garantidas a priori, além de alcancarem uma classe
bastante geométrica bastante complexa — curvas
discretas com auto-intersecgdo — e construirem uma
implementacdo em hardware de um predicado de
pertinéncia, através do chip Pharos. Poucos algoritmos
de pertinéncia tém sido publicados, principalmente em
dimensdes mais elevadas.

Este artigo apresenta uma extensdo da técnica de
[CORTHOUT and POL 1992] para dimens6es inteiras
arbitrarias e alcangando uma classe bastante
geométrica ainda mais complexa: hipersuperficies
discretas com autointerseccdo. Os  algoritmos
generalizados de pertinéncia propostos possuem baixa
complexidade, utilizam estruturas de dados muito
simples, qualidade que permitiu uma implementagéo
eficiente em CUDA.

2. Hipersuperficies Discretas

O ambiente geométrico deste trabalho é formado por
objetos e hipersuperficies discretos. A definicdo
precisa destes elementos desempenha um papel
fundamental na caracterizacdo das nogdes de interior e
exterior.



Complexos celulares formam a base para definicdo de
objetos discretos. De [SPANIER 1995], um complexo
celular euclideano k-dimensional é um objeto formado
pela juncdo de células homeomorfas a bola fechada k-
dimensional, chamadas de k-células. A partir disto,
baseado em [AYALA ET AL. 1995], define-se a nocéo
de objetos e hipersuperficies discretos.

3. Problema de Pertinéncia

Generalizada de Pontos

O problema de pertinéncia generalizada de pontos pode
ser posto da seguinte forma:

Definicdo 2.1. Um objeto discreto k-dimensional Q é
um complexo celular euclideano discreto puro
k-dimensional, isto &, um complexo celular cujas
0-células tém coordenadas inteiras e toda k'-célula,

k'< k, € bordo de de alguma k-célula. O conjunto dos

objetos k-dimensionais Q com n k-células, imersos no
espaco Zg, é denotado por Q¢ , .

Dados uma hipersuperficie discreta fechada (k-1)-
dimensional MCZy € um ponto Pe Zy, P pertence a

alguma regido interior definida por M ?

A Figura 2 mostra dois exemplos de objetos discretos
bidimensionais e um tridimensional:
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Figura 2: Exemplos de objetos discretos.

Hipersuperficies discretas limitam o conjunto de
pontos interiores a um objeto discreto e representam o
principal elemento para computacdo de pertinéncia de
pontos.

Definigdo2.2. Seja Q2 um objeto discreto k-dimensional
e () seu sub-complexo formado por células (k — 1)

dimensionais. O bordo combinatério de Q, denotado
por o (Q), é definido pelo fecho combinatério Q"

0(Q) =CI(Q) = Q' U{re QFt’ € A'r <1’}

Uma hipersuperficie discreta k-dimensional M é um
subconjunto M C Zy,; que é bordo combinatério de

algum objeto discreto (k+1)-dimensional Q imerso em
L1

A Figura 3 mostra as hipersuperficies discretas
associadas aos objetos discretos da Figura 2.

Figura 3: Exemplos de hipersuperficies discretas.

N&o é dificil observar que toda hipersuperficie k-
dimensional M é também um objeto discreto k-
dimensional.

A nocdo de regido interior € intuitiva quando M nédo
tem auto-interseccdo. Mesmo nesta situagdo, €
necessario o uso de uma ferramenta matematica
chamada nimero de rotagdo (winding number).
Existem duas maneiras de definir n"umeros de rotacéo:
uma versdo analitica, que pode empregar integrais
complexas de linha [SPANIER 1995], formas
diferenciais [GUILLEMIN e POLLACK 1974] ou a
Integral de Kronecker [PRICE 1984], e uma versao
geomeétrica, que conta o nimero de interseccdes diretas
com uma semi-reta [EDELSBRUNER 1987, GUIBAS
et al. 1983]. Algoritmos de pertinéncia de pontos
utilizam, normalmente, a versao geométrica, dada a sua
viabilidade para implementagéo.

Existem poucos métodos de pertinéncia de pontos em
Computacdo Grafica. As limitagdes destes métodos
incluem geometrias reduzidas, tratamento exaustivo de
casos especiais e problemas numéricos. Alguns
métodos somente caracterizam as regides interiores e
exteriores, mas ndo disponibilizam nenhum algoritmo
para pertinéncia.

No ambiente bidimensional, grande parte dos métodos
computa ou conta 0 nimero de interseccdes entre
semiretas e partes da hipersuperficie discreta. Para
estes métodos, geometrias complexas representam a
principal barreira e, normalmente, necessitam de um
tratamento extensivo de casos especiais.
[EDELSBRUNER 1987, GUIBAS et al. 1983] sédo
exemplos bastante representativos nessa linha.
[CORTHOUT e POL 1992] desenvolveram um
método para geometrias dimensionais complexas, com
robustez geométrica e numérica provadas a priori e
sera 0 ponto de partida para a estensdo proposta neste
artigo. Mesmo com implementacdo em hardware,
através do chip Pharos, o método ainda possui uma
dependéncia quadratica em relagdo a resolucéo.

[FABRIS et al. 1997, FABRIS et al. 1998] reduziram
significantemente a complexidade de utilizacdo do
método de [CORTHOUT e POL 1992] para operagdes
de filling e stroking. Uma linha alternativa de
tratamento para o ambiente bidimensional €
apresentada por [TANG 1988], que transforma a
integral de linha da definicdo analitica de namero de
rotagdo para uma integral dupla, utilizando o Teorema
de Green.



Poucos resultados tém sido publicados para dimensoes
maiores ou iguais a 3. Grande parte destes resultados
ainda somente caracterizam interiores e exteriores, ndo
disponibilizando predicados de decisdo de pertinéncia
para as regides. Nesta linha, [MORGENTHALER e
ROSENFELD 1981] apresentaram uma versdo discreta
do bem-conhecido Teorema de Jordan-Brower e
[AYALA ET AL. 1995] estenderam este resultado para
0 dominio das variedades discretas. Numa linha mais
computavel, [FEITO ET AL. 1997] desenvolveram
um método para poliedros gerais, que utiliza célculo de
determinantes para decidir a pertinéncia de pontos.
Este método inclui modelos non-manifold e sua
extensdo para geometrias mais complexas nédo é clara.
[MORGENTHALER e ROSENFELD  1981]
descrevem um complexo algoritmo para determinar as
componentes do complemento de uma variedade
discreta (n—1)-dimensional, imersa em Z,. Mesmo no

caso tridimensional, a implementacdo deste método é
uma tarefa bastante ardua.

A proxima secéo descreve uma extenséo realizada por
[SILVA 2004], a partir do trabalho de [CORTHOUT e
POL 1992], para espagos discretos de dimensédo
arbitraria e que forma a base da implementagdo em
GPU.

3. Pertinéncia Generalizada

A nogdo de interior e exterior, para qualquer dimensdo,
pode ser realizada atraveés dos numeros de rotacdo
(winding numbers), definidos através da Integral de
Kronecker:

Definicdo 3.1: Seja s : A C Rd-1 — Rd uma

hipersuperficie parametrizada, suave por partes e sem
bordo, e P € Rd um ponto ndo contido no trago

s(u) = (st(u), ..., sd(u)),u € A. O nimero de

rotacdo w(s,P) de s com relacdo a P é dado pela

formula:

1) 1 /det[s(u%P.Dg{uj ..... Dy-ys(u)]
Ag (1) J4 s(u)— P

onde Ad-1(1) representa a &rea da esfera unitéria

duy ... duy_y,

(d —1)-dimensional.

[Silva 2004] mostrou que existe uma relacdo estrita
entre o célculo desta integral e a contagem de
interseccfes entre as faces da hipersuperficie e
qualquer segmento de reta tragcada a partir do ponto P
que esta sendo testado. Assim, para se calcular a
pertinéncia de um ponto contra uma hipersuperficie

discreta, soma-se a constribuicdo de cada uma destas
intersec¢des sinalizadas (-1,0, +1):

WINDINGNUMBER(D)D(DiscreteHypersur face Q. Point P)
1 w0

2 for each 7;in Q

3 do w— w+ CONTRIBUTION(D)D(7;— P)

4 return w

A contribuicdo de cada interseccdo é dada pela fungéo
abaixo:

CONTRIBUTION(D)D(Cell t)
| — HYPERPLANE(T)

2 if#N{(0,....2):z€ Z} =0

3 then return 0

4 else if (0..... 0) e and (0..... 1) e H

5 then return 0

6 else Q— 2Nn{(0..... 2):2€ L}

74 if Q% <0

8 then 7,,,; — PROJECTIONA] ... Xy_1(7)
9 if WINDINGNUMBER(D-1)D(7p0;. (0..... 0))#0
10 then return sgn(7 - (0..... ~1))
11 else return 0

12 else return 0

A base de funcionamento desta funcdo é reduzir, a
cada passo, a dimensdo do problema de pertinéncia
através de um processo de projecdo, até atingirmos a
dimenséo 2, onde o problema ¢ tratado de maneira bem
simples. Além disto, sdo feitos alguns passos de
otimizacdo para segmentos de reta paralelos ou
coincidentes as faces da hipersuperficies.

4. Pertinéncia Generalizada em GPU

O célculo da contribuicdo de uma célula t para a
pertinéncia de um ponto P ndo depende do calculo da
contribuicdo de outra células. Assim, o problema de
pertinéncia ja define uma paralelizacdo natural entre as
células. Além disto, é possivel se calcular a pertinéncia
de wvérios pontos simultaneos, utilizando uma
adaptacdo da técnica matricial de computacdo
geomeétrica proposta por [RUEDA e ORTEGA, 2008].

Inicialmente, foi feita uma adaptacdo da técnica
matricial para o teste de pertinéncia tridimensional,
mostrado na figura abaixo:
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Figura 4: Esquema matricial para célculo de

pertinéncia tridimensional de pontos.



A implementacdo em CUDA 4.0 utilizou esquemas de
memoria local para armazenamento de pontos e, para o
célculo da contribuicéo cij, da célula t; para o ponto P;,
armazenamento em memoria global. A quantidade de
threads langadas corresponde a dimensdo da matriz.
Apo6s a computacdo de todas as threads, faz-se uma
soma sequencial da constribuicBes para se encontrar 0
namer de rotacéo w; do ponto P;.

Para se comparar o desempenho da implementacdo da
pertinéncia tridimensional em GPU com CPU, o
mesmo algoritmos foi implementado em trés
arquiteturas diferentes: GeForce GTX 690 com CUDA
4.0, Intel i7 utilizando somente um core e com quatro
cores.

Para cada uma destas arquiteturas, foram efetuados
varios testes com diferentes tamanhos de superficies. O
resultado visual de classificacdo para uma superficie
complexa de 10000 vértices é mostrada na Figura 1, no
inicio deste artigp. A tabela abaixo mostra o
desempenho para teste de apenas um ponto:

Tabela 1: Desempenhos comparativos para 1 ponto.

Tamanho da Intel Intel GeForce
Malha 1 core 4 cores 690
1 1.3 2.4
8 2.6 0.02
94 32 0.008

Para efeitos de comparagdo, tomou-se como referéncia
absoluta o tempo gasto por 1 core no processamento de
100 células. Observe que, para malhas pequenas, é
mais vantajoso o uso de CPU com 1 core devido aos
custos de comunicagdo e distribuicdo de dados.

Foram, ainda, efetuados testes com classificacdo de
pertinéncia de 100 pontos simultdneos com variagdo de
tamanho de malha. Os resultados estdo condensados na
Tabela 2:

Tabela 1: Desempenhos comparativos para 100 pontos.

Tamanho da Intel Intel GeForce
Malha 1 core 4 cores 690
B 22 o

Devido a computagdo paralela dentro da matriz de
pertinéncia e, mesmo com a soma sequencial das
contribui¢des, CUDA permitiu um ganho de cerca de
200% de desempenho da classificagéo.

5. Conclusdes e Trabalhos Futuros

Este artigo apresentou um método generalizado para
decidir pertinéncia de pontos em hipersuperficies

discretas de dimensdo arbitraria, apresentando um
esquema de implementacdo para o caso tridimensional
em CUDA para GPU, com ganho muito significativo
em performance.

Trabalhos futuros incluirdo implementacdes em CUDA
para testes de pertinéncia n-dimensionais, com
utilizacéo de nicleos recursivos de CUDA 5.0. Como o
método atual de pertinéncia suporte apenas objetos
poligonais no estado atual, ele serd estendido para
NURBS discretas de dimensdo discreta arbitraria.
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